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Aufgabe 1.

(a) Bestimmen Sie die maximale Ideale von Q[x] und, als Konsequenz,
bestimmen Sie die Gestalten der einfachen Q[x]-Moduln.

(b) Ist Q[x] ein halbeinfacher Ring? Begründen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 2. Sei M 6= 0 ein endlich erzeugter halbeinfacher R-Modul. Be-
weisen Sie, dass ein t ∈ Z und M1, . . . ,Mt ≤R M einfache Untermoduln
existieren derart, dass M = M1 ⊕ · · · ⊕Mt.
Hinweis: Beweis durch Induktion nach der minimalen Mächtigkeit eines
EZSs von M . Beim Induktionsanfang (M zyklisch), betrachten Sie den
Beweis von Satz 3.13.

Aufgabe 3. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper, dass heißt K =
K, und nehmen Sie an, dass R eine K-algebra ist. Sei M ein einfacher
R-Modul.

(a) Beweisen Sie, dass M ein K-Vektorraum ist.
(b) Zeigen Sie, dass {k · idM | k ∈ K} ≤K EndR(M) ≤K EndK(M).
(c) Nehmen Sie an, dass M ein endlich Dimensionaler K-Vektorraum

ist. Beweisen Sie, dass EndR(M) ∼=K K gilt.
Hinweis: Betrachten Sie einen Eigenraum.

Aufgabe 4. Seien R = C[x, y] und

X =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ∈ GL3(C), Y =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 ∈ GL3(C).

Dann ist V = C3 ein R-Modul durch

x · v =
(
Xvt

)t
, y · v =

(
Y vt

)t
.

(a) Beweisen Sie, dass R ein C-Vektorraum der Dimension 6 ist.
(b) Ist V ein zyklischer R-Modul? Begründen Sie Ihre Antwort.
(c) Zeigen Sie, dass V ein halbeinfacher R-Modul ist.


