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Aufgabe 1.

(1) Ziegen Sie, dass Z ein torsionsfreier Z-Modul ist.
(2) Ziegen Sie, dass Q ein torsionsfreier Z-Modul ist.
(3) Bestimmen Sie die Torsionselemente von Q/Z als Z-Modul.

Aufgabe 2. Sei M ein noetherscher R-Modul. Beweisen Sie, dass wenn
ϕ ∈ EndR(M) surjektiv ist, so ist ϕ ein R-Modulisomorphismus.
Hinweise:

Schritt 1: Es gibt n ∈ Z≥0 derart, dass ker(ϕn) = ker(ϕn+1).
Schritt 2: Mit n als in Schritt 1, gilt ker(ϕn) ∩ im(ϕn) = {0}.
Schritt 3: Schließen Sie aus, dass ϕ ein R-Modulisomorphismus ist.

Aufgabe 3. Sei R = Q[x, y], der Kommutativer Ring von Polynomen in
den variablen x und y und mit rationalen Koeffizienten.

(1) Geben Sie einen R-Untermodul von R an, dass nicht frei ist.
(2) Sei I das Ideal
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)
R

.

Ist I endlich erzeugt als R-Untermodul?

Aufgabe 4. Seien N ein R-Modul und

(∗) 0→M ′
f−→M

g−→M ′′ → 0

eine keS von R-Moduln. Definieren Sie Z-Modulhomomorphismen f ′ :
HomR(M,N) → HomR(M ′, N) und g′ : HomR(M ′′, N) → HomR(M,N)
durch

ϕ 7→ f ′(ϕ) = ϕ ◦ f, ϕ 7→ g′(ϕ) = ϕ ◦ g.
(1) Beweisen Sie, dass

0→ HomR(M ′′, N)
g′−→ HomR(M,N)

f ′
−→ HomR(M ′, N)

exakt ist. Sie dürfen annehmen, dass ker(f ′) ⊆ im(g′) gilt.
(2) Zeigen Sie: wenn (∗) spaltet, dann ist

0→ HomR(M ′′, N)
g′−→ HomR(M,N)

f ′
−→ HomR(M ′, N)→ 0

exakt.


